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1 Introducao

No semindrio do Professor Jorge Drumond Silva[4] foram expostas diferentes
tipos de equagoes de onda e dispersao, usadas para modelar os mais diversos
fenémenos fisicos. Em particular, foi discutida a equagao do calor, a qual motiva
as séries de Fourier.

Neste trabalho irei fazer a passagem das séries de Fourier estudadas em Andlise
Complexa e Equagoes Diferenciais para a transformada de Fourier.

Nas secgoes seguintes, sempre que for admitida uma fungao f, esta serd in-

tegravel em médulo, isto é, f € L'.

2 Série de Fourier

Comegamos por definir a série de Fourier. Seja f : R — R uma fungao periédica

de periodo 2L, integravel em valor absoluto. A série de Fourier de f é dada por:

f(z) ~ %ao + ngl(an coS (%) + b,, sin (%))

Onde a,, e b, para Vn € N sao dados por:

L
an = %/_L f(z) cos(%) dx

L
by, = %/_Lf(x)sin(%) dx



Calcula-se ag fazendo:
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3 Forma Complexa da Série de Fourier

Sabemos da férmula de Euler que

e = cosf + isinf
Como consequéncia, temos
it 4 e—if . il _ o—if
cos=—— |, sinf=—————
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Utilizando estas identidades, podemos reescrever a série de Fourier e os integrais

que definem os termos da série[1]. Os novos termos serdo os ¢, obtidos abaixo.

Para n > 0:
b 1 rr
=i = 5p [ S@los(H) +isin (T da
Para n < 0:
n , bn Lor*
= rin = g [ J@leos (B +isin(-")] do
Como
cos(—mTﬂ)—kisin(—mTﬂ) = eV

Definimos uma tnica férmula para os ¢, com n € Z, isto é:

1 L FNIT I
Cn = E[L fl@e ™ dx

A série de Fourier é agora
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Repare-se que, apesar da série ter termos complexos, uma funcgao real de variavel
real apresenta apenas termos reais (gracas as propriedades da exponencial com-
plexa). No entanto, torna-se possivel admitir fungoes f : R — C com f(z) =

u(x) +iv(x).



Em analise de Fourier é frequente utilizar-se o simbolo f (n) € C para representar
0s ¢, definidos acima.

Olhemos agora para uma restrigdo de f em [—L, L]. Podemos fazer uma iden-
tificagfo entre os valores de € [—L, L] e cada 2’ = x 4+ 2L, uma vez que
f(z) = f(x + 2L), por definicdo da fungdo. Obtém-se, assim, uma relagio
de equivaléncia f(z) = f(z + 2L) e f passa a ser f : 55> — C. De uma
funcao definida em R passamos para uma func¢ao definida numa circunferéncia
de perimetro 2L.

Geralmente é utilizado o periodo 2w, isto é, L = 7, de onde segue que uma
fungao é tal que f : R mod 27— C. A R mod 27 também é chamado toro

uni-dimensional, T, cuja notacéo irei preferir. Assim, para uma funcao definida

em [—7, 7]
f~ Z f(n)eim'
Onde
f(n):% - (.r)e_’inx dr = %/Ef(m)e—inx dx

Nas proximas seccoes, as fungoes utilizadas serao definidas para o intervalo

[—7, 7], uma vez que esse intervalo facilitard os cdlculos.

4 Série de Fourier na circunferéncia unitaria

Define-se agora um isomorfismo ¢ entre T e a circunferéncia unitaria em C.
Seja S1={z € C : |z|] = 1} a circunferéncia unitdria. {T,+} e {S*, x} sao
grupos abelianos, e ¢ : T — S1, onde ¢(z) = e'*.

Usando L = 7 para cada x,y € [—2m, 27|, a sua soma corresponde a adicionar
angulos em S'.

Note-se que definiu-se ¢(x)=e™* para n=1. Se n # 1, temos apenas um homo-
morfismo, uma vez que a aplicacdo deixard de ser bijectiva.

Estes homomorfismos sao também chamados caracteres, uma vez que sdo a

representacao do grupo {T,+} usando fungdes complexas.



Definimos ainda um produto interno em T para duas funcoes f e g, de forma a

satisfazer (f,g)=(g, f) e ter a propriedades de produto interno[3]. Entao:

{(f.9) ~or / Ut dr

E facil ver ainda que para n,m € Z:

<einx7eimx> — ;/einxe—imm dr = 2i/ei(n—m)ac dr
™ JT ™ JT

Calculando o integral, vemos que as funcoes e,(r) = €™® formam uma base
ortonormada, uma vez que:

1 =
i ei(nfm)a: dr = se.m n
27

0 se m#mn

Assim, os termos da série de Fourier sdo

f = 5 [ e do= (1.6

Ao considerarmos os coeficientes da série de Fourier como o produto interno
entre f e uma base ortonormada motiva-se o facto da transformada de Fourier
funcionar em T — Z. O mesmo ja nao acontece quando estendemos a transfor-
mada para R ou R™, uma vez que uma qualquer variante de e, (z) = €™ nio

funciona como base nesses dois casos.

5 A Transformada de Fourier

Na passagem do toro uni-dimensional T,+ para Z,+, os termos f (n) constituem
efectivamente uma transformada de Fourier. Olhando para f (n) néo como co-
eficientes, mas como uma transformagao de fungoes peridédicas para sucessoes,
podemos definir a transformada de Fourier para este caso especifico.

Definigao: Dada uma funcio f em {T,+}, f € L'(T), definimos a sua trans-

formada de Fourier, F, como

F(f)n) = f(n) / f@e e dz, f(n) € {Z,+}



A inversa da transformada de Fourier, 7~! é dada por

1+oo

o 2 @(n)eim

FHg)(x) =

6 Generalizacao da transformada de Fourier

6.1 Para R

A passagem da transformada de Fourier para R pode ser feita ”passando-a ao
limite”, uma vez que, de forma nao rigorosa, um somatério infinito poderd ser
interpretado como um integral impréprio, fazendo I — co. Enquanto f € L*,
podemos fazer a transformada de Fourier na mesma. Os caracteres sao agora
continuos da forma e%® : Rt — T. Seja & = 7. A transformada de Fourier
usando £ é:
F() (@) = 7 / f@)e™ da

Com L — oo:

+oo ) R
/ f(x)e % dx = f(€)

— 00

Prossegue-se da mesma forma para a inversa:
—1 1 e ~ ifx
F =57 Z2Lg =gp | 9@ ds
Que sdo as expressoes obtidas nas notas do semindrio[4], a menos de i Pode-
mos escrever a inversa da transformada como se encontra nas notas fazendo
L= %, o que faria desaparecer a frac¢ao no inicio e multiplicando o expoente
da exponencial por 2.
Repare-se que apenas se g for somével é que podemos fazer a sua inversa. No
entanto, note-se que a inversa poderd ndo ser L', alids, essa é a regra geral.
Dé-se agora um exemplo de uma transformada de Fourier.
Exemplo:
Seja f: R — R, f € L' dada por:
1 se —1<zx<1

fz) =

0 caso contrario



Entao:

6.2 Para R"

Por extensao, é possivel definir a transformada de Fourier para R™, desde com
as alteragoes adequadas.
Definigao: Dada uma funcio f : R™ — C tal que f € L'(R"), define-se a sua

transformada de Fourier como

—

FH=F& =] r@e € d

R

A sua inversa é definida por

F0)@) = g [ a@e ™S aE

Mais uma vez, apenas se g for somavel é que podemos fazer a sua inversa. No

entanto, note-se que a inversa poderd nao ser L®.

7 Propriedades da Transformada de Fourier

Para finalizar, listo aqui algumas propriedades da transformada de Fourier, dada

por F, validas T e R™, e a respectiva demonstragao:

e para T e R", F é um operador linear, isto é

Flaf +Bg)(§) = aF(f) + BF(9), o,BeR.
Demonstragao:

Prova-se que F ¢ linear em R, uma vez que a demonstracao para f em

T ¢é idéntica. Temos:



O que verifica a linearidade da transformada.

para T e R”, F((f) é limitada se f € L1.

Demonstragio: Majoramos[2] F(f) = f(£).

sup(|f(€)]) <

f(f)e_if'g dx
]R'n,

< [ 1@l = il

para T e R”, existem funcdes L' cuja Transformada de Fourier ndo esta

em L'
Demonstragao: Podemos olhar para o exemplo dado na seccao 6.1.

A funcdo dada no exemplo é L', no entanto

Ff) = ZS?@

nao é integravel a Lebesgue em R. E facil ver isso, uma vez que o integral

da fungdo em [0, +oo] diverge.

Sabemos que |sinz| < 1, como tal, o integral do médulo é tal que:

tool s 00 a(k+1)w]| s
sin x sin x
/ T = Z/ de >
0 €T n=0"km €T
S i /(kﬂ)ﬁ | sin x| 1
= Jir km — km

E sabido que esta série diverge, logo o integral também diverge e, portanto,

e g 11(R).
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