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[En acamionaa |
En ocaciones
EDO + ruido = Mejor modelo

Circuitos Eléctricos

F(t) = G(t)+" ruido"

Q(t) = Z(1) +" ruido” Estima Q(t) observando Z(t) @
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Introduccion

[En mracirae |
En ocaciones
EDO + ruido = Mejor modelo

Solucion analitica? . ] S
muy RARA Teoria de diferencias finitas y haz

una extencion estocastica.

CIMAT

— Introduccion a los métodos numéricos para EDEs 3/39



Introduccion

Objetivo de la charla

llustrar como aproximar soluciones de EDEs a partir de
conocimientos basicos de los métodos deterministas y nociones
muy elementales de variables aleatorias.
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Introduccion

Simulacion de Movimiento Browniano
Integracion Estocastica

Construccion general es esquemas para EDEs

propiedades tedricas
m Estabilidad lineal
m Consistencia y estabilidad

Resultados numéricos

B Comentarios Finales @
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Simulacion de Movimiento Browniano

o, 3

Bl Simulacién de Movimiento Browniano
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Simulacion de Movimiento Browniano
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Simulacion de Movimiento Browniano
1 .

(X}, v.aiid
1

P(X; = £h) = 5.

Y5.n(0) =0
Ys.n(n8) =X1 +Xo+ -+ Xp.
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Simulacion de Movimiento Browniano
1 A

{Xnthoy v.aiid
1

P(X; = £h) = 5.

Y5.n(0) =0
Y5,n(n0) =X +Xo+ -+ Xp.

Interpola linealmente

n+1)6—t
Von(t) =0ty (ns)
t—né
+ Yg)h((n-F 1 )5)
né <t<(n+1)o
t>0.
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(Xo}o, vaiid
1

P(Xj = h) = 5.

Y5.n(0) =0
Y5_’h(n5) =X1+Xo+---+ X

Interpola linealmente

n+1)6—t
Von(t) ="y, o)
t—né
+—§L%AM+U&-
né <t<(n+1)o @
t>0. o
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|
P(Xj=+h) = . %l'[% Ys.h
—

Y5.n(0) =0
Y5_’h(n5) =X1+Xo+---+ X

A € R fijo. Calcula
lim E [e"’l Yﬁ-h(”}.
8,h—0
Interpola linealmente

n+1)6—t
Von(t) ="y, o)
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+ =Y (04 1)8).
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t>0. CIMAT
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Simulacion de Movimiento Browniano

(Xo}o, vaiid
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P(Xj = +h) = 5.
Y5 »(0) =0
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Simulacion de Movimiento Browniano
o A

(Xo}o, vaiid

]
P(X) = +h) = 5.
Y5.n(0) =0
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(Xo}o, vaiid

P(X; = +h) = %
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Simulacion de Movimiento Browniano

(Xo)o, v.aiid
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Y5.n(0) =0
Ys 1(N8) =Xi + Xo 4+ Xn.
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Teorema

Sea Y5 p(t) una caminata aleatoria que inicia en 0 de saltos h y —h
con igual probabilidad en los tiempos 6,206,396, .... Asumamos que
H? = §. Entonces para cada t > 0, el limite

B(1) = lim Ys.n(1).

existe en distribucion. Ademas, tenemos que

E {e"w(t)} —e 2 AeR.
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Simulacion de Movimiento Browniano

.

1 |N=1000

2 |T=1.0

3 |delta = T/np.float (N)

4 |h=1.0/np.sqrt (np.float (N))

5 |t=np.linspace (0, T,N+1)

6 |b= np.random.binomial (1,.5, N) # bernulli 0,1

7 |omega=2.0+b-1 # bernulli -1,1
8 | Xn=hx* (omega.cumsum () ) # bernulli -h,h
9 | Xn=np.concatenate (([0], Xn))
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Introducclon Simulacion de Movimiento Brownlano Integraclon Estocasﬂca Construcclon general es esquemas para EDES pmpledades teori
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Simulacion de Movimiento Browniano
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Simulacion de Movimiento Browniano
1 .

Lo

Construccion toerema Kuo
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Simulacion de Movimiento Browniano
" o
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E Integracion Estocastica
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eneral es esquemas para EDEs
BT

El Construccién general es esquemas para EDEs
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Bl propiedades tedricas
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propiedades teori
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x(t) = xoexp(At)
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propiedades teori

siodos determimiias

x(t) = xoexp(At)

limx(f)=0< Re(A) <0

t—roo

CIMAT

— Introduccion a los métodos numéricos para EDEs 19/39



hImi{ 1)

x(t) = xoexp(At) : |

%+

limx(t)=0« Re(1) <0

t—oo i T L

h Re{ )

B
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limx(f)=0< Re(1) <0
t—so0

Método de Euler

Xnt1 — Xn
T = A,Xn

CIMAT

— Introduccion a los métodos numéricos para EDEs 20/39



limx(f)=0< Re(1) <0
t—so0

Método de Euler

Xnt1 — Xn
T = A,Xn

CIMAT

— Introduccion a los métodos numéricos para EDEs 20/39



tlmx(t) =0< Re(1) <0

Método de Euler

Xnt1 — Xn

h — A,Xn

Xn+1 :Ath‘i‘ Xn
—Xp(Ah+1)

=xo(Ah+ 1)
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tlmx(t) =0< Re(1) <0

Método de Euler

Xnt1 — Xn

h — A,Xn

limx, =0« [Ah+1| <1
n—oo
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limx(f)=0< Re(1) <0
t—so0

Método de Euler . 2

Xnt1 — Xn
h

: —— 1 y I Rel 1)
lim x, =0< [Ah+1] <1 ' K/
n—oo

B

CIMAT

— A,Xn
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folm( A

+

limx(f)=0< Re(1) <0
t—so0

Método de Euler 2

h Re( 1)

limx,=0< [Ah+1| < 1
n—oo

N

-
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folm( A

+

limx(f)=0< Re(1) <0
t—so0

Método de Euler 2

h Re( 1)

limx,=0< [Ah+1| < 1
n—oo

N

-
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Consideremos

aX; = A Xdt+ BdB;, Xo =cte.,A,B € C.

(DP)
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Consideremos

aX; = A Xdt+ BdB;, Xo =cte.,A,B € C. (DP)

t
X; = Xoexp(At) + B /0 exp(A( — ))dBs )
E[X{] =exp(At)E[Xo] **)

_ |B[? %
E[IXtI2]—eXp(2F?e(?l)f)E[IXo|2]—ZRe(MU—eXIO(2Re(?L)T))- (") v
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propiedades teori

Consideremos

dX; = AX,dt+BdB;,  Xo=cte.,A,B eC. (DP)

(DP) tiene solucién asintética-estable

limiw E|[X()| = 0

) 2 < Re(A)<O0
limew B[|IX(1)]2] = — gy "
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Definicion

X(t) es asintéticamente estable
en media (AEM) si y sélo si

lim E[|X(#)]] = 0.
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Definicion
X(t) es asintéticamente estable
en media (AEM) si y sélo si

lim E[LX(£)]) = 0.

| A\

Definicion

X(t) es asintéticamente estable
en media cuadratica (AEMC) si y
solo si

|B[?

lim E[1X(£)2] =

~ 2Re(2)

propiedades teori
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Introduccion  Simulacion de Movimiento Browniano _Integracion Estocastica Construccion general es esquemas para EDI propiedades teori
R e . 3 i - .

:

Definicion
X(t) es asintéticamente estable La solucién numérica es
en media (AEM) si y sélo si asintoéticamente estable en media
(AEM) siy sélo si
tl|’m E[|X(t)|]]=0.
—>00

J lim E[| X,|] = 0.
n—o0

X(t) es asintéticamente estable
en media cuadratica (AEMC) si y La solucion numérica es
solo si asintéticamente estable en media
B2 cuadratica (AEMC) si y solo si
’ 2
i EIXOF == 3remy: D] =2 g
e 1O 2Re(L)

T
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Buscamos A h

para los cuales el método Steklov reproduce correctamente la
estabilidad en media y media cuadratica.
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Definicion

Diremos que un método sera A-estable en media 0 media cuadratica
si [?]
Problema estable = método estable Vh
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propiedades teori

dX; = AXidt+ BdB;, Xy=cte,A,peC (DP)

CIMAT

— Introduccion a los métodos numéricos para EDEs 24/39



propiedades teori

dX; = AXidt+ BdB;, Xy=cte,A,peC (DP)

Euler-Mayurama

ni1 =(1+Ah)Xn+BAB,
AB, =By, , — Bt
B,=VhV,
V, ~N(0,1).
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propiedades teori

dX; = AXidt+ BdB;, Xy=cte,A,peC (DP)

Euler-Mayurama

ni1 =(1+Ah)Xn+BAB,
AB, =By, , — Bt
B,=VhV,
V, ~N(0,1).

E(Xns1) = E(Xo)(1 -+ 2h)™"
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dX; = AXidt+ BdB;, Xy=cte,A,peC (DP)

Euler-Mayurama Steklov
n1 =(14+Ah) X+ BAB) Xni1 =Xnexp(Ah)+BABy,
ABn :Btn+1 —Btn ABn :Bfn+1 _Btn
Bn :ﬁvn Bn :\ﬁ'an
Vih ~N(0,1). Vi, ~N(0,1).

E(Xns1) = E(Xo)(1 -+ 2h)™"
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dX; = AXidt+ BdB;, Xy=cte,A,peC (DP)

Euler-Mayurama Steklov
n1 =(14+Ah) X+ BAB) Xni1 =Xnexp(Ah)+BABy,
ABn :Btn+1 —Btn ABn :Bfn+1 _Btn
Bn :\ﬁvn Bn :ﬂ"\/n
Vi, ~N(0,1). Vi, ~N(0,1).
E(Xpi1) =E(Xo)(1+Ah)™! E(Xps1) =E(Xo)exp((n+1)Ah)
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dX; = AX;dt + BdB:,

Teorema

El método Steklov para la
ecuacion (DP) es A-estable en
media.

Xo=cte,A,peC (DP)

Steklov

Xni1 =Xnexp(Ah)+ BAB,
ABn :B[n+1 - Btn

Bn :\/F’Vn

Vn NN(O, 1 )

CIMAT
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propiedades teori
R, ..

Errores
Iny1 =x(tn; tn, ¥n) = Yni1 (local)

€n1 =X(tni1:10,X0) — Yni1  (global)

on as T Ts 2 CIMAT
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ropiedades teori

— = a(t,x), Yne1 = Yn+V(tn, Yn, hn)hn

Definicion (Consistencia)

V(¢ x,0) = a(t, x).

CIMAT
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@ Comentarios Finales
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coeficientes son
(EU1) (Medibles): a, b son .#2—medibles en (t,x) € [ty, T] x R.
(EU2) (Lipschitz): 3K >0t.q. Vi€ [ty, T], X,y €R.

la(t,x) —a(t, y)|< K|x - y|,
b(t,x) = b(t,y)|< K|x —y|

(EU3) (De crecimiento lineal acotado): 3K > 0 t.q. Vt € [ty, T],

la(t,x)P< K2(1+ |x?),
Ib(t, x)[2< K2(1+[x?)

(EU4) (Condicio6n inicial) : Xy es <, —medible con E(| Xz, |) < ce.

Entonces, 31X; en [ty, T] con  sup E(|X?) < eo.
toStST

XeR

MAT
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Promedio de Steklov

-1

1 Xne1 du
F(Xt) = @(Xn, Xni1) = Xn+1—Xn/x Flu)

th <t< tn+17
Xn :th, tn = nh

CIMAT
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Lema (de Gronwall)

Sean o, f3 : [ty, T] — R funciones integrables t.q.

0<a(t)<p(t)+L ta(s)ds telb, T
lo

Entonces .

a(t) <B(t)+L [ e)p(s)ds

)

CIMAT
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Sea X una v.a integrable y 0 < g < p entonces

Sea X una v.a integrable y 0 < g < p entonces

E(1X|9) <E(|X[P)?

CIMAT
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Propiedades Integral de It6

E [/OTg(r)dBr =0

2 T

.
(Isometria) E (/ g(r)dB,) = [ G%(rar
0 0

CIMAT
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