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Por que EDEs?

EDO + ruido = Mejor modelo
En ocaciones

Circuitos Eléctricos
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L ·Q′′(t) + R ·Q′(t) +
1
C
·Q(t) = F (t)

Q(0) = Q0

Q′(0) = I0

Q(t) = Z (t) + ”ruido”

F (t) = G(t) + ”ruido”

Estima Q(t) observando Z (t)

— Introducción a los métodos numéricos para EDEs 2/39
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Construcción

{Xn}∞

n=1 v .a.i .i .d

P(Xj =±h) =
1
2
.

Yδ ,h(0) =0
Yδ ,h(nδ ) =X1 + X2 + · · ·+ Xn.

Interpola linealmente

Yδ ,h(t) =
(n + 1)δ − t

δ
Yδ ,h(nδ )

+
t−nδ

δ
Yδ ,h((n + 1)δ ).

nδ < t < (n + 1)δ

t > 0.

— Introducción a los métodos numéricos para EDEs 9/39
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Construcción

{Xn}∞

n=1 v .a.i .i .d

P(Xj =±h) =
1
2
.

Yδ ,h(0) =0
Yδ ,h(nδ ) =X1 + X2 + · · ·+ Xn.

Interpola linealmente

Yδ ,h(t) =
(n + 1)δ − t

δ
Yδ ,h(nδ )

+
t−nδ

δ
Yδ ,h((n + 1)δ ).

nδ < t < (n + 1)δ

t > 0.

Queremos

lı́m
δ→0
h→0

Yδ ,h

— Introducción a los métodos numéricos para EDEs 9/39
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Teorema
Sea Yδ ,h(t) una caminata aleatoria que inicia en 0 de saltos h y −h
con igual probabilidad en los tiempos δ ,2δ ,3δ , . . .. Asumamos que
h2 = δ . Entonces para cada t ≥ 0, el limite

B(t) = lı́m
δ→0

Yδ ,h(t),

existe en distribución. Además, tenemos que

E
[
eiλB(t)

]
= e−

1
2 tλ 2

, λ ∈ R.
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Codigo

1 N=1000
2 T=1.0
3 delta = T/np.float(N)
4 h=1.0/np.sqrt(np.float(N))
5 t=np.linspace(0,T,N+1)
6 b= np.random.binomial(1,.5, N) # bernulli 0,1
7 omega=2.0*b-1 # bernulli -1,1
8 Xn=h*(omega.cumsum()) # bernulli -h,h
9 Xn=np.concatenate(([0], Xn))
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h2 = δ

Yδ ,h(t) D−−−−→
δ ,h→0

B(t) ∀t ≥ 0

E
[
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]
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1
2 tλ 2

, λ ∈ R.
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Métodos Steklov

1 Simulación de Movimiento Browniano

2 Integración Estocástica
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Estabilidad lineal (métodos deterministas)

dx
dt

=λx ,

x(0) =x0 λ ∈ C.

x(t) = x0 exp(λ t)

lı́m
t→∞

x(t) = 0⇔ Re(λ ) < 0
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xn+1 =λxnh + xn
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...

=x0(λh + 1)n+1
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Estabilidad lineal EDEs

dXt = λXtdt + βdBt , X0 = cte.,λ ,β ∈ C.
Consideremos

(DP)
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Estabilidad lineal EDEs

dXt = λXtdt + βdBt , X0 = cte.,λ ,β ∈ C.
Consideremos

(DP)

Solución exacta

Xt = X0 exp(λ t) + β

ˆ t

0
exp(λ (t−s))dBs (*)

E[Xt ] =exp(λ t)E[X0]

E[|Xt |2] =exp(2Re(λ )t)E[|X0|2]− |β |2

2Re(λ )
(1−exp(2Re(λ )t)).

(**)

(***)
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Estabilidad lineal EDEs

dXt = λXtdt + βdBt , X0 = cte.,λ ,β ∈ C.
Consideremos

(DP)

(DP) tiene solución asintótica-estable

lı́mt→∞E|X (t)|= 0
lı́mt→∞E[|X (t)|2] =− |β |2

2Re(λ )

⇔ Re(λ ) < 0

— Introducción a los métodos numéricos para EDEs 21/39
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Estabilidad Lineal

Definición
X (t) es asintóticamente estable
en media (AEM) si y sólo si

lı́m
t→∞

E[|X (t)|] = 0.

— Introducción a los métodos numéricos para EDEs 22/39



Introducción Simulación de Movimiento Browniano Integración Estocástica Construcción general es esquemas para EDEs propiedades teóricas Resultados numéricos Comentarios Finales

Estabilidad Lineal

Definición
X (t) es asintóticamente estable
en media (AEM) si y sólo si

lı́m
t→∞

E[|X (t)|] = 0.

Definición
X (t) es asintóticamente estable
en media cuadrática (AEMC) si y
sólo si

lı́m
t→∞

E[|X (t)|2] =− |β |2

2Re(λ )
.
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X (t) es asintóticamente estable
en media cuadrática (AEMC) si y
sólo si

lı́m
t→∞

E[|X (t)|2] =− |β |2

2Re(λ )
.

Definición
La solución numérica es
asintóticamente estable en media
(AEM) si y sólo si

lı́m
n→∞

E[|Xn|] = 0.

Definición
La solución numérica es
asintóticamente estable en media
cuadrática (AEMC) si y sólo si

lı́m
n→∞

E[|Xn|2] =− |β |2

2Re(λ )
.
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A-estabilidad

Buscamos λh

para los cuales el método Steklov reproduce correctamente la
estabilidad en media y media cuadrática.
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A-estabilidad

Definición
Diremos que un método será A-estable en media o media cuadrática
si [?]

Problema estable ⇒ método estable ∀h
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dXt = λXtdt + βdBt , X0 = cte,λ ,β ∈ C (DP)
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dXt = λXtdt + βdBt , X0 = cte,λ ,β ∈ C (DP)

Euler-Mayurama�

�

�

�

Xn+1 =(1 + λh)Xn + β ∆Bn

∆Bn =Btn+1 −Btn

Bn =
√

hVn

Vn ∼N(0,1).
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�

�

Xn+1 =(1 + λh)Xn + β ∆Bn

∆Bn =Btn+1 −Btn

Bn =
√

hVn

Vn ∼N(0,1).

E(Xn+1) = E(X0)(1 + λh)n+1
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dXt = λXtdt + βdBt , X0 = cte,λ ,β ∈ C (DP)

Euler-Mayurama�

�

�

�

Xn+1 =(1 + λh)Xn + β ∆Bn

∆Bn =Btn+1 −Btn

Bn =
√

hVn

Vn ∼N(0,1).

E(Xn+1) = E(X0)(1 + λh)n+1

Steklov

Xn+1 =Xn exp(λh) + β ∆Bn

∆Bn =Btn+1 −Btn

Bn =
√

hVn

Vn ∼N(0,1).
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Xn+1 =Xn exp(λh) + β ∆Bn

∆Bn =Btn+1 −Btn

Bn =
√

hVn

Vn ∼N(0,1).
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dXt = λXtdt + βdBt , X0 = cte,λ ,β ∈ C (DP)

Teorema
El método Steklov para la
ecuación (DP) es A-estable en
media.

Steklov

Xn+1 =Xn exp(λh) + β ∆Bn

∆Bn =Btn+1 −Btn

Bn =
√

hVn

Vn ∼N(0,1).
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Consistencia, convergencia y estabilidad
determinista.

ln+1 =x(tn; tn,yn)−yn+1 (local)
en+1 =x(tn+1; t0,x0)−yn+1 (global)

Errores
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Consistencia, convergencia y estabilidad
determinista.

ln+1 =x(tn; tn,yn)−yn+1 (local)
en+1 =x(tn+1; t0,x0)−yn+1 (global)

Errores

— Introducción a los métodos numéricos para EDEs 25/39
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Consistencia, convergencia y estabilidad
determinista.

ln+1 =x(tn; tn,yn)−yn+1 (local)
en+1 =x(tn+1; t0,x0)−yn+1 (global)

Errores

— Introducción a los métodos numéricos para EDEs 25/39
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Introducción Simulación de Movimiento Browniano Integración Estocástica Construcción general es esquemas para EDEs propiedades teóricas Resultados numéricos Comentarios Finales

Consistencia, convergencia y estabilidad
determinista.

ln+1 =x(tn; tn,yn)−yn+1 (local)
en+1 =x(tn+1; t0,x0)−yn+1 (global)

Errores

— Introducción a los métodos numéricos para EDEs 25/39
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dx
dt

= a(t ,x), yn+1 = yn + Ψ(tn,yn,hn)hn

Definición (Consistencia)

Ψ(t ,x ,0) = a(t ,x).

— Introducción a los métodos numéricos para EDEs 26/39
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dx
dt

= a(t ,x), yn+1 = yn + Ψ(tn,yn,hn)hn
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lı́m
∆↓0
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lı́m
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Métodos Steklov

1 Simulación de Movimiento Browniano

2 Integración Estocástica
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Teorema de existencia y unicidad de
soluciones fuertes para EDEs
Sea dXt = a(t ,Xt )dt + b(t ,Xt )dBt en el sentido de Itô. Si los
coeficientes son
(EU1) (Medibles): a,b son L 2−medibles en (t ,x) ∈ [t0,T ]×R.

(EU2) (Lipschitz): ∃K > 0 t.q. ∀t ∈ [t0,T ], x ,y ∈ R.

|a(t ,x)−a(t ,y)|≤ K |x−y |,
|b(t ,x)−b(t ,y)|≤ K |x−y |

(EU3) (De crecimiento lineal acotado): ∃K > 0 t.q. ∀t ∈ [t0,T ], x ∈ R

|a(t ,x)|2≤ K 2(1+ |x |2),

|b(t ,x)|2≤ K 2(1+ |x |2)

(EU4) (Condición inicial) : Xt0 es At0−medible con E(|Xt0 |)< ∞.

Entonces, ∃!Xt en [t0,T ] con sup
t0≤t≤T

E(|Xt |2) < ∞.

Thm:Consistencia
— Introducción a los métodos numéricos para EDEs 29/39



Promedio de Steklov

Promedio de Steklov

F (Xt )≈ ϕ(Xn,Xn+1) =

(
1

Xn+1−Xn

ˆ Xn+1

Xn

du
F (u)

)−1

tn ≤t ≤ tn+1,

Xn =Xtn , tn = nh.

Ej:EDEMult

idea
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Lema de Gronwall

Lema (de Gronwall)

Sean α,β : [t0,T ]→ R funciones integrables t.q.

0≤ α(t)≤ β (t) + L
ˆ t

t0
α(s)ds t ∈ [t0,T ].

Entonces

α(t)≤ β (t) + L
ˆ t

t0
eL(t−s)

β (s)ds

Prueba
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Desigualdad de Lyapunovl

Sea X una v.a integrable y 0 < q ≤ p entonces

Sea X una v.a integrable y 0 < q ≤ p entonces

E
(
|X |q

)
≤ E

(
|X |p

) q
p

Prueba

— Introducción a los métodos numéricos para EDEs 32/39



Isometrı́a de Itô

Propiedades Integral de Itô

1 E

[ˆ T

0
g(r)dBr

]
= 0

2 (Isometrı́a) E

(ˆ T

0
g(r)dBr

)2
=

ˆ T

0
g2(r)dr

Prueba
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