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1 Inledning till rapporten

I denna projekt ska vi underséka beteende av tva stycken Predator-Prey system
(dér bara tva arter ar inblandade) baserat pa tva ekologiska modeller dvs Lokta-
Volterra modellen och Holling Tanner respons model. Vidare skall vi studera
hur stabilitet, instabilitet eller asymptotiska egenskapen av modeller viariera
beroende pa vilka virde for parametrarna vi véiljer. For stod till var anaalytiskt
analys anvinder vi dven numeriska och grafiska berdkningar.

2 Analys

2.1 Lokta-volterra model

Den givna systemet in Lokta-Volterra modellen &r:
F(x1(t), 22(t)) = {Il (a = brz)a g = ar1 — b1y (1)

To = (—C+ dxl)dig eSS4 % = —cxo + droxy (2)
P4 systemet ovan x; och x5 representerar storleken av de dem tva populatio-
nerna med avseende pa tiden.

Forédndringsandel av prey per capita &r % = a — bxs och férdndringsandel per
capita av predator ;—2 = —c+dxq. Parametrarna a, b, c och d ar alltid positiva i
systemet samt 21 (0) # 0, 22(0) # 0; vi kan ej borja analysen med noll prey och
predator.

P4 (1) dvs. pa prey-ekvationen ser vi att #; beror pa termerna ax; och
—bxix9. I saknad av predator (z3) kommer 27 bero bara pa termen azq ddrmed
blir derivatan (tillvixten) alltid positiv och population av prey (z7) véxer till
oandligheten nér tiden gar mot oéndligheten. I denna model antas att prey har
obegrinsade tillgang till fdda och det finns inga andra faktorer som paverkar
systemet utifrdn dvs. den enda naturliga fiende/begransningen som prey har, dr
predator.
Forhallandevist storre/ganska stor population av predator gentemot prey-populationen



kan medféra en negativt tillvixt av prey och leder till minskning av prey-
population ty den andra termen da dominerar.

P4 (2) dvs. predator-ekvationen beror tillviixten 22 pa termerna —cxa och

dxaxy. Termen —cxy representerar naturlig dédsfall eller emigration av predator,
alltsé ju mindre konstanten ¢ ar desto langsammare minskar rovdjurbefolknigen
(nér tiden 6kar) samt stor ¢ paverkar tillviixten (derivatan) av predator nega-
tivt.
Vi ser i (2) att en positiv tillvixt av predator beror pé termen dxizo. I brist pa
foda dvs. sma z; eller vildigt sma d (fodelsetal av predator), dominerar —czs
over dxyxo och da blir derivatan negativt vilket gor att antalet predator minskar
med tiden till en tid d& prey-populationen aterhamtar sig som senare i sin tur
leder till att predator-populationen okar. I avsaknad av prey (x; = 0) dor ut
hela predator populationen.

: r1 =ar; —brixo =0
For att hitta stationdra punkter sétter vi B - 0 dvs. .1 ! 12
To 0 Ty = —cxo + dxox1 =0

Da far vi flera stationéra punkter, en av dem &r origin (?) = (0) .
2

Systemets variational matris Dy som vi doper till A(xq, z2) &r:
Az, 20) = {a ;;;2 d;fmlc]
trace(A) < 0om ¢ >a
] = Det(A) <0, { trace(A) >0omc<a
trace(A) =0 om c=a
A1 = a och Ay = —¢, alltsa origin dr en sadel punkt (instabilt).
Den hér stationdra punkten ar ointressant ty det dr omdjligt och orealistiskt
att vi startar med noll bytesdjur och rovdjur i naturen.

A(0,0) = {8 0

C
Satter vi o = 0 far vi kordinatlinjen

d
!
vi o i 2 far vi null-cline (en linje) som &r pararellt med y-axeln.

<x1> = <d> = 1 = (a— ba)s = (%), se figure 1

T2 «

) dir a € R godtyckligt, stoppar

Satter vi 1 = 0 far vi kordinatlinjen (ff) dér a € R godtyckligt, om sedan
b
stoppar vi det i @y far vi (med hjilp av matlab) null-cline (en linje) som &r

pararellt med x-axeln. <§1> = (,O;) = 25 = (da—c)% = a(9%=<).se figurel
2

b

De bada nullclines skér varandra i forsta kvadranten (forsta kvadranten &r
C

var invariant set) p& punkten (;) = (g) som i sin tur ar en stationdr punkt.
2

Nu ska vi kolla egenskapen om nyligen-hittade stationdra punkt med hjilp av
linjarisering;:
_be
A(5, %)= [21 Od] = trace(A) =0 och Det(A) > 0.
b



Figur 1: nuclines dér antigen x1’ eller x2'= 0

Vi far komplexa egenvirde med Re);2(A) = 0 med \; 2 = +i#/ac, Eftersom
realdelen av egenvirdena dr noll sa enligt definition 4.2.1 [Sze-Bi-Hsu| &r var
stationdra punkt ej hyperbolisk ddrmed kan vi inte anvénda oss av satserna (om
linjarisering) pé kapital 4 i boken f6ér att bedémma egenskaperna av forndmnda
punkten. Denna punkt &r center och fér att veta mer om dess stabilitet eller
ostabilitet samt asymptotiskt egenskap behover vi anvinda en annan metod:
Den givna systemet har en forsta integral (Lyaponuv funktion) som &r given pé
uppgiften:

V(x1,22) = g(z1)h(x2) = (x1)%€xp(—dry) (22)*exp(—bra) dér
V:QcR? =R, Vel

{gm) = (21)°exp(—dz:)
h(ze) = (z2)%exp(—bx2)

=2* € Q,Q ir en 6ppen mingd i R? med:

7 N\
SHISTWo
N~

V = SV (o, an) = FhavtBan = |l T

_ edmi=br2 (cplag — da$ad)(axy — brox) =
e—dw1—bas (azg—lxﬁ — bagx§)(—cxy + drixo)

dp— acztxd — cbxSzitt — ada$T e + dbaiT st
— p—da1—bxs 172 12 1 T2 L2 | =0 (konstant)
—acx§xs + cbr§ry ™ + adx§t xg — dba§T gt

Alltsa b/ (x2)zo(—c + dx1) = ¢ (z1)z1(a — bxs) dvs. V(z) < 0 Va € Q och enligt
sats 5.2.1 z* &r stabilt men inte asymptotiskt stabil ty (V < 0 Yz € Q\{0})
géller inte hér.

V(x1,22) = 0, varje 16sning &r en periodisk 16sning och vér system (1), (2) har
en familj av neutrala stabila periodiska orbits.

Nu vet vi att alla vara loésningar ar stabila. Om vi ritar niva-kurvan av V i en

et (ca§™h — daf)age] [ (a — bag)a
(—c+ dz1)z

}:



c
3-D bild ser vi att maximum-virde av V kommer att ligga pa [ ¢ |; allt tyder
b
pa en periodisk beteende av 16sningar sa ldnge vi inte startar exakt i x* eller pa
axlarna (d& ena populationen dr noll). Ett sant periodiskt beteende ses vil pé
figure 2 och 3 dér pa figure 3 plottar vi 7 och x2 som funktioner av tiden, pa
figure 2 valde vi parametrarna som (a,b,c,d) = (1, 0.75, 0.5, 0.25)

Figur 2: persiodiska l6sningar, L-V model, oilka startvirde av prey och predator

s Phase Plot (rate plot) start pa [1:0.5:4) bytesdjur och [1:0.5:4] rovdjur
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Figur 3: Lokta-Volterra

prey-predator model Gver tiden

2.2 Holling Tanner model

Givet ar tva differenteial ekvationer av forsta ordning for prey respektive pre-
dator med alla tdnkbara parametrar r, s, K, D, w, J > 0.



F(zq1(t),z2(t)) = fr =7l —R)e - (Dtr) (3)
(z2(8),z2(t)) { — s(1— (£2))z, ()

2
P& prey-ekvationen (3) ser vi att termen [r(1— %t)xy = ra; — 24| bestar av tva

del-termer. Termen beror pa r och K, med K som carriying kapacity vilket ger
en grans pa resurser sdsom foda med mera. Detta gor att antalet prey kan inte
viixa till odndligehten i franvaro/minskning av antalet predator. Om z; > K
d& populationen av prey kan upplanas/minskar drastiskt i med att allt mat har
redan konsumerats.

parametern r &r growth-rate av prey som finns pa bada deltermenra. Vid stora
K dominerar den forsta del-termen och prey-populationen har litt for sig att
foroka sig; véixa i antal. Vid sma K blir det tvirtom.

T1ToWw
. . . (D+x1) ’ oo .
vi inte har nagon predator i systemet kommer denna term foérsvinna och prey

population véxer till en viss niva K stycken med positivt tillvixt for att sedan
minskar igen. sa 6ver tiden kommer antalet prey stabilisera sig kring K. Pa and-
ra sidan vid stora populationer av predator férhallandevis till prey-populationen
kommer denna term dominerar och leder till minskning av prey-populationen

Nista term som paverkar tillvixten av prey ar — hér ser vi att om

P4 predator ekvationen (4) har vi termerna szo och — J;IZ . Hér ser vi med blot-

ta Ogat pa forsta termen att en positivt tillvéxt av predator beror pa s (growth
rate/kan vara fodelsetal) och antalet prey x1 (mat), ju mer prey desto snabbare
tillvixt av predator och vice versa. Andra termen paverkar tillvixten negativt
och beror pa antalet prey i namnaren dvs. f6r sma population av prey kommer
denna term blir stort och ddrmed dominerar Gver férsta termen och vi far en
negativ tillvixt och vice versa.

Holling Tanner metoden &r mer komplicerad men mer realistiskt i ekologiska
miljoer ty det handlar om maktspel mellan prey och predator samt naturresur-
ser att enas dod blir den andres brod.

For att hitta stationdra punkterna sétter vi bada 27 = a2 = 0. Till skillnad
fran Lokta-Volterra ser vi att systemet dr inte definierat i origin. En Stationér

. (K
punkt som uppfyller bada kraven ar 0
For att kolla punktens egenskaper utfor vi linjarisering av systemet med syste-
r— 2?7" _ ngDw2 _ Dzlw
mets varitonsmatris: A(z1,72) = l stg( o) ( 2—:;;)2
22 ST T

Det(A) <0 alltid

trace(A) <0omr >s
trace(A) >0omr <s
trace(A)=0omr=s

= alltsd en sadel punkt (ostabilt) oavsett vad trace(A) &r for nadgot. Denna
punkt ar inte av intresse att analysera ty vi har inga predator i systemet.

Kw

" _(D+K)] med
s

vilket ger oss A(K,0) = [_0



Ett sétt att lattare hitta en eventuellt stationdr punkt ar att vi hitta vara null-
clines och utnyttjar deras skirnings punkt som en ny stationér punkt.

For att hitta nulclines sitter vi ©9 = 0 och haller z; som konstant d& far
vi en linje med lutning L. Sétter vi 27 = 0 och haller 25 som konstant —>
0=r(1-3)r1— El+_) utvecklar vi den nagra steg far vi slutligen en andra
gradsekvation i form av 2% + z1(D — K + £2) — KD = 0 alltsi en kurva (pa-
raboll).

Léser vi den lampliga x; som ligger pa forsta kvadranten ur andragrads ekva-
tionen far vi da:

w1 = H-(D+K(52 1)) +/(D+ K(52 — 1))2 + 4DK | = 27 Alltsa den nya
stationdra punkten ar skdrningspunkten mellan linjen och kurvan dvs.

3
( 1) = (ﬁ), vidare stoppar vi den i systemetes variational matrisen, far vi
2 T

d& som resultat:

2zir z Dw ziw

A(zz, Jl) - |"T K _£ J(D+z1)? (ZZZT)] med foljande egenskaper:
J
trace(zﬁl):r—s—%—J(IDITD;?)2
Det(A) = —rs + 2931” + J(%f;‘fy + J(BIE;)“ (division med rs) ger
= 1+ 7+ rJ(IB-L:;;V + o =
{sadelpunk‘t (instabilt) om 2;? + TJ(mgf: " + T(gi_“; 5 <1 ty det(4) <0
icke sadelpunkt om 2% + TJ(fo;J*)z + T(Dﬂ 5 > 1

Ett sitt att undersoka systemetes beteende #r att utgd fran trace(A) for att
analysera stabiliteten. trace(A) kan bli bade positivt och negativt beroende pé
val av parametrarna. Enligt den numeriska berikningen om £ ;D <zl < K
da kommer vi alltid ha en asymptitiskt stabil stationdr punkt ty realdelen av

egenvéirdena blir negativt (se figure 4)

Figur 4: asymptotiskt stabilitet

Phase Plot start pa [1:20] bytesdjur och [1:20] rovdjur
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pé bild 4 har vi valt parametrarna som (w,r, s, K, D, J) = (1, 2, 2, 10, 2, 1.5) =

B - v\ (7.3776
det(A) = 1.0768, tra(A) = —3.0629 med statidnra punkten (x2> = (4.9184)

Déremot om z7 < % d4 visas att vi inte har asymptotiskt stabilt punkt, (se
figure5 med tra(A)=0.0078 och Det(A)=-24.8769)

Pa bild-5 far vi en ring runtomkring statiinra punkten sddant att inga ba-
nor (trajectories) intrdder. Denna ring kallas w—limit set eller periodisk orbit.
Trapping region eller positivt invariant set (stor boll eller rektangel dér alla
trajectories dras innar) ligger pa forsta kvadranten. grénserna till denna boll
hittas genom att se vad som hadnder om vi startar langs x;—axeln; om vi starta
pad x1 < K sa dkar vi fram till K sedan blir det noll (stannar vi), startar vi pa
x1 > K gar vi mot K och sedan stannar vi. Alltsd K ar grénsen pa x;—led.
Hojden pa rektangen eller bollen kan uppskattas som % (lite osiker om denna
hojd). Eftersom tra(A)=0.0078 sa vi far bade egenvirdena med realdelan storre
dn noll vilket leder till att denna staiondrpunkt ar repeller, s& om vi startar
tillrackligt ndra punkten kommer alla banor lamnar punkten. se figure-6. allt pa
bilderna 5-6 &r av sddant som ségs pa Poincare-Bendixson sats [6.1.1 Hsul].

Figur 5: periodisk 16sning med w-limit set, innehaller enbart en stationédr punkt

Phase Plot start pa [1:5:20] bytesdjur och [1:5:20] rovdjur
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Figur 6: periodisk 16sning, med start néra stiondrpunkten, repeller

Phase Plot start pa 4.77 bytesdjur och 11.9 rovdjur
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3 reslutat

Som skillnad mellan modellerna bortsett fran sma detaljer kan man betona
att pA H-T modellen behoévde vi inte anvinda oss av nagot test-funktion och
linjérisering av systemet riackte till f6r ett fullstdndigt analys. men L-V modellen
dér vi fick realdelerna av egenvéirdena som noll vilket gjorde att vi blev tvungna
att utfora testfunktion (first integral) for att ta reda p&d mer om systemets
beteende.

H-T modellen &r kinsligt for val av parmetrarna och 1ésningar skiftar mellan
asysmtotiskt stabilt och icke-asymptotiskt (periodiska lésningar) beroende pé
val av parametrar men pa L-V modellen har vi dock alltid periodiska l6snigar.

H-T modellen upplevs mer realsitiskt &n V-L ty vi anvdnder oss av mer
parametrar (faktorer) dessutom tas hénsyn till naturresurser.
Pa L-V modellen beror de tva arterna starkt pa varandra och populationer
vaxlar fram och tillbaka mellan dem tva arterna medan pa H-T modellen verkar
att populationerna gar mot nagonstans av jamnvikt vilket man tycker logiskt
ty djur anpassar sig valdigt bra till sin omgivning genom evolutionen.

P& bada modellerna géller gamla forna citaten att "enas dod blir den andres
bréd mer eller mindre beroende pa modell. 6kaning av prey leder till 6kning av
predator, 6kning av predator leder till minskning av prey som i sin tur leder
till minskning av predaor som i sin tur i senare skede leder till &terhdmtning av
prey samt i dnnu senare skede aterhdmtning av predator.



4 Matlabs codes

% Forsta modellen (Lotka-Volterra)
temp=[1 0.75 0.5 0.25];

a=temp (1) ;

b=temp(2) ;

c=temp(3);

d=temp(4);

f=0(t,Y) [Y(D*(a-b*xY(2)); Y(2)*(-c+d*xY(1))]1;
y1l = linspace(-10,20,20);

y2 = linspace(-10,15,20);

[x,y] = meshgrid(yl,y2);
u=zeros(size(x));

v=zeros(size(x));

t=0;

for i = 1:numel(x)

Yprim = £(t,[x(1); y(@E)1);

u(i) = Yprim(1);

v(i) = Yprim(2);

end

quiver(x,y,u,v, ’black’);

figure(gct)

title(’Phase Space Plot (rate plot) start pa [10, 20] bytesdjur
och [10, 20] rovdjur’)

xlabel(’Antal bytesdjur i n&gon enhet’)
ylabel(’Antal rovdjur i andgon enhet’)
axis ([0, 10, 0, 8]1);

hold on

figure(1) % vi ritar streckorna
nullclinex=[];

nullcliney2 = [];

for k=0:55

nullclinex=[nullclinex ((-c*a)/b+(dxk*a)/b)];
end

for j = 0:55

nullcliney2 = [nullcliney2 ((a*c)/d - (bxcxj)/d)];
end

nullcliney=ones(1,56);
nullcliney=nullcliney.*(a/b);
nullclinex2 = ones(1l, 56);

nullclinex2 = nullclinex2.*(c/d);
plot(nullclinex,nullcliney, ’red’)

hold on

plot(nullclinex2, nullcliney2, ’Blue’);
plot(c/d,a/b, ’k*’);



for Prey = 1:0.5:4

for Pred 1:0.5:4

[ts,X] = ode45(f,linspace(0,20,400), [Prey; Pred]);
plot(X(:,1), X(:,2))

%plot(X(1,1), X(1,2),’bo’) % starting point
%plot(X(end, 1), X(end, 2), ’ks’) % ending point
end

end

hold on

figure(2)

plot(ts, X);

title(’Frequency plot: simple Lotka-Volterra predator/prey’);
xlabel(’time?);

ylabel (’population’) ;

legend(’prey’, ’predators’);

%hold on

%figure(3)

Hh(X(:, 1)~ c)*xexp(-d*X(:,1)) . x(X(:, 2)."7a)*exp(-b.*X(:,2));
%% andra modellen (Holling Tanner response model)
clear all; clc;

temp=[1 2 2 10 2 1.5];

w=temp (1) ;

r=temp(2); ’% growth rate of prey

s=temp(3); %death rate of predator

K=temp(4); % kapacity

D=temp(5); % half saturation

J=temp(6); % maximal birth of predator

f=0(t,Y) [Y(D*r*(1-Y(1)/K)-(Y(1)*Y(2)*w)/(D+Y(1));
s*Y (2)*(1-(J*Y(2))/Y(1))];

y1 = linspace(0.1,20,300);

y2 = linspace(0.1,20,300);

[x,y] = meshgrid(yl,y2);

u=zeros (size(x));

v=zeros(size(x));

t=0;

for i = 1:numel(x)

Yprim = £(t, [x(1); y(E)]1);

u(i) = Yprim(1);

v(i) = Yprim(2);

end

quiver(x,y,u,v, ’black’);

figure(gct)

title(’Phase Plot start pd [1:20] bytesdjur och [1:20] rovdjur’)
xlabel(’Antal bytesdjur i ndgon enhet’)
ylabel(’Antal rovdjur i nigon enhet’)

axis([0, 20, 0, 201);
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hold on

figure(1)

for Prey = 1:1:20

for Pred = 1:1:20

%(c/d, a/b)=(20, 14) &r en stationir punkt

[ts,X] = ode45(f,linspace(0,300,3000), [Prey; Pred]);

plot(X(:,1), X(:,2))

%plot (X(1,1), X(1,2),’bo’) % starting point

%plot(X(end, 1), X(end, 2), ’ks’) % ending point

end

end

hold on

x1=1linspace(-3,20);

plot(x1l, (-r/(w*K))*(x1.~2+x1.*(D-K)-D*K),’black’);

hold on

plot(x1l,x1./J,’black’)

h

A=((K*w) / (J*r)+D-K) ;

statpkt=[(-1/2)* (A-sqrt (A~2+4*D*K)) ; (-1/(2%J) ) * (A-sqrt (A~2+4*D*K) )] ;

/)

Jacobi=[(r- ((2*r*statpkt (1)) /K)-(statpkt (2)*w*D)/ (D+statpkt (1)) "~2)
(statpkt (1) *w)/(D+statpkt(1));

Jxs*statpkt (2) “2/statpkt (1) "2 (s-(2*Jxsxstatpkt(2))/statpkt(1))];

tr=trace(Jacobi)

dt = det(Jacobi)

plot(statpkt(1),statpkt(2),’*’)

YA

clear all; clc;

temp=[3 6 3 40 2 0.4];

Ytemp=[3 3 2 50 15 0.8];

w=temp (1) ;

r=temp(2); % growth rate of prey

s=temp(3); %death rate of predator

K=temp(4); % kapacity

D=temp(5); % half saturation

J=temp(6); % maximal birth of predator

f=0(t,Y) [Y(D*r*(1-Y(1)/K)-(Y(1)*Y(2)*w)/(D+Y(1));

s*¥Y(2)*(1-(J*xY(2))/Y(1))];

y1l = linspace(0.1,50,300);

y2 = linspace(0.1,50,300);

[x,y] = meshgrid(y1l,y2);

u=zeros (size(x));

v=zeros(size(x));

t=0;
for i = 1:numel(x)
Yprim = £(t,[x(1); y()1);
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u(i)
v(i)
end
quiver(x,y,u,v, ’black’);

figure(gct)

title(’Phase Plot start pd [1:5:20] bytesdjur och [1:5:20] rovdjur’)
xlabel(’Antal bytesdjur i nagon enhet’)

ylabel(’Antal rovdjur i ndgon enhet’)

axis ([0, 50, 0, 501);

hold on

figure(1)

for Prey = 4.7

for Pred = 11.9

%(c/d, a/b)=(20, 14) &r en stationdr punkt

[ts,X] = oded5(f,linspace(0,30,1500), [Prey; Pred]);

plot(X(:,1), X(:,2))

plot(X(1,1), X(1,2),’bo’) % starting point

%plot(X(end, 1), X(end, 2), ’ks’) % ending point

end

Yprim(1);
Yprim(2) ;

end

hold on

x1=linspace(-2,100,1000) ;

plot(x1l, (-x/(w*K))*(x1l.~2+x1.*(D-K)-D*K) ,’black’);

hold on

plot(x1l,x1./J,’black’)

h

A=((K*w) / (J*r)+D-K) ;

statpkt=[(-1/2)*(A-sqrt (A~2+4*D*K)) ; (-1/(2%J) ) * (A-sqrt (A~2+4*D*K) )] ;

yA

Jacobi=[(zr- ((2*r*statpkt (1)) /K)-(statpkt (2)*wxD)/(D+statpkt (1)) ~2)
(statpkt (1) *w)/(D+statpkt (1)) ;

J*sxstatpkt (2) ~2/statpkt (1) ~2 (s-(2*J*sxstatpkt(2))/statpkt(1))];

tr=trace(Jacobi)

dt = det(Jacobi)

plot(statpkt(1),statpkt(2),’*’)
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